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Einleitung

Die ersten elementaren zahlentheoretischen Untersuchungen der Neuzeit gehen auf Pierre
de Fermat (1607-1665) zurtick. Aus seinen Briefen an Carcavi geht unter anderem sein

Zwei-Quadrate-Satz hervor:
wJede Primzahl, die ein Vielfaches von 4 um 1 tbersteigt, besteht aus zwei Quadraten.”

In heutiger Schreibweise entspricht dies, dass eine Primzahl p € N genau dann eine
Darstellung p = x?+y? mit 2,y € Z besitzt, wenn p = 1 (mod 4) ist. Joseph-Louis Lagrange
griff diese Satze 1773 in seiner ,,Recherches d’arithmétique” auf und verallgemeinerte sie
zur Theorie der bindren quadratischen Formen. Er untersuchte die Zahlen, die sich durch
eben diese Formen axz? + bxy + cy? darstellen lassen, und leitete daraus die von Fermat
aufgestellten Satze ab.

In dieser Arbeit geht es nun um bindre quadratischen Formen und insbesondere darum,
welches Darstellungen eine ganze Zahl durch eine solche Form besitzt.

Das erste Kapitel wird hierzu erst einmal in die Theorie der bindren quadratischen
Formen einfithren und elementare Aussagen zu diesen beweisen. Um jedoch genauer auf
die Frage einzugehen, fiir welche ganzen Zahlen x und y die Zahl n eine Darstellung durch
ax® + bry + cy?® besitzt, bedarf es einiger algebraischer Hilfsmittel, die im zweiten und
dritten Kapitel eingefiihrt werden. Auflerdem wird hier ein kurzer Einblick in die Theorie
der Kettenbriiche gegeben, da diese bei der tatsiachlichen Bestimmung der gesuchten Zahlen
2 und y sehr hilfreich ist.

Das vierte Kapitel beinhaltet die Hauptresultate dieser Arbeit. Mit Hilfe der eingefiihrten
Hilfsmittel wird gezeigt, dass es zum obigen Problem &dquivalent ist, bestimmte Elemente
eines quadratischen Zahlkorpers zu finden. Gesucht werden dabei genau die Elemente, deren
Norm % ist.

Zum Abschluss werden im funften Kapitel die gewonnenen Resultate angewandt.

Literaturhinweis: Die historischen Bemerkungen stammen aus [SO80] und [Rib09].
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1 Binare Quadratische Formen

1.1 Definition: Binare Quadratische Formen und Diskriminanten

Ein Polynom der Form f(z,y) = ax?®+ bxy + cy® mit ganzzahligen Koeffizienten a, b, ¢ heifit
ganzzahlige bindre quadratische Form. Die Diskriminante einer solchen Form ist definiert
durch D := b* — 4ac.

Dabei ist eine allgemeine Form ein Polynom, dessen Summanden alle den gleichen Grad
haben. In diesem Fall der quadratischen Formen ist der Grad stets zwei. Da die hier
betrachteten Polynome alle genau zwei Variablen haben, nennt man sie zudem binar. In
der gesamten Arbeit werden nur bindre quadratische Formen betrachtet, weshalb diese im

Folgenden der Einfachheit halber haufig auch nur mit Form bezeichnet werden.

Es wird nun untersucht, welche Werte eine solche Form fiir ganzzahlige = und y annehmen

kann. Dafiir ist folgende Unterscheidung sinnvoll:

1.2 Definition: Definitheit

Eine bindre quadratische Form f heifit positiv definit, falls fiir alle ganzzahligen von Null
verschiedenen (z,y) gilt, dass f(x,y) > 0. Dementsprechend heifit f negativ definit, falls
f(z,y) < 0. Falls f sowohl positive, als auch negative Werte annehmen kann, so heifit sie
indefinit.

1.2.1 Bemerkungen

e f ist offenbar genau dann positiv definit, wenn — f negativ definit ist.

2 ein Quadrat

o f(x,y) zerfallt in Q[z] genau dann in Linearfaktoren, wenn D = m
in Q ist. Falls a = 0, so ist f(z,y) = (bx+cy)y, falls a # 0, so ist f(x,y) =

ﬁ (2ax 4+ (b+m)y) (2ax 4+ (b —m)y).

Der Fall, dass D ein Quadrat ist, ist jedoch fiir das Hauptresultat dieser Arbeit in Kapitel 4
uninteressant. Auch wenn es nur fir wenige der folgenden Sétze benétigt wird, sei deshalb

im Folgenden stets D kein Quadrat in Q.

1.2.2 Satz

Eine binédre quadratische Form f (z,y) = ax® + bxy + cy? ist genau dann positiv definit,

wenn a positiv und die Diskriminante negativ ist.
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Beweis ,=“ Da f positiv definit ist, muss es fiir alle (z,y) € Z? \ {0} positive Werte
annehmen. Also muss auch f(1,0) = a positiv sein. Hieraus erkennt man bei der Wahl

r = —bund y = 2a, dass D negativ sein muss.
f(=b,2a) = ab® — 2ab* + 4a*c = a (4@0 — b2) =a(—D)

»<=" Es ist sinnvoll f (z,y) zunichst auf eine Form zu bringen, von der man leichter ablesen
kann, wann f positiv ist. Dabei darf durch a dividiert werden, da es nach Voraussetzung
positiv ist.
f(z,y) = az® + bay + ¢y
1 1
= ax® + bry + —b*y* + cy® — —b%y?
4a 4a
1
= — (4&2932 + dabzy + b*y? + dacy® — beQ)
4a
1 2
- ((2ax +by)” + (4@0 - 62) y2>
1 2
= (@02 + 09" + (-D) ) (1)

Nach Voraussetzung ist a positiv und D negativ und somit f(z,y) > 0. Falls aber f(z,y) =
0, so ist —Dy? = 0 und y war schon gleich 0. Damit folgt aus 2az + by = 0, dass auch x = 0.

O

1.2.3 Bemerkungen

e In Satz 1.2.2 kann anstelle von a positiv offenbar genauso gut ¢ positiv bzw. a und ¢

positiv gefordert werden.

e Analog zu Satz 1.2.2 ist die Form f (z,y) = ax® + bry + cy? genau dann negativ

definit, wenn a und die Diskriminante D negativ sind.

e Aufgrund dieser Aquivalenz gilt offenbar, dass eine Form definit ist, falls die Diskri-

minante negativ ist, und sie indefinit ist, falls die Diskriminante positiv ist.

1.2.4 Satz

Eine bindre quadratische Form f hat zu gegebenem ganzzahligem n nur endlich viele

ganzzahlige x und y, sodass f(x,y) = n.
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Beweis Da gefordert wurde, dass D = b* — 4ac kein Quadrat ist, ist @ und ¢ von null
verschieden. Das heifit, man kann die Umformung (1) von f aus dem Beweis von Satz 1.2.2
benutzen. Statt die obige Aussage zu zeigen, ist es dann einfacher, die folgende dquivalente
Aussage zu zeigen. Es gibt nur endlich viele ganzzahlige x und y, die die Ungleichung
|f (z,y)| < |n| erfillen. Die Endlichkeit dieser Menge kann dadurch gezeigt werden, dass

zunachst Schranken fiir y und in einem zweiten Schritt Schranken fiir x gefunden werden.

f (2,9)] < n|

|1 2 2
= Lm ((2ax +by)” + (=D)y )

< |n]

1
— “ (2a:r+by)2+(—D)y2 < |n|
4& ~—_————
>0
— |D]y? < |dan|
4an

=y’ < 5

Offensichtlich kann es nur endlich viele solche ganzzahligen y geben. Analog geht man bei

x vor, hier gilt (%) aufgrund der umgekehrten Dreiecksungleichung;:

|f (2, )| < In]
— ‘(Zax +by)® + (—D) y2‘ < |[dan|

*)

—~

A

|(2az + by)*| = |(=D) y?| < [4an|
(2ax + by)* < 4an + |D| 3
—/4an + |D|y? < 2ax + by < \/4an + |D|y?
dan + |D|y? — b dan + |D|y? —b
Y |2|y V< [D]y? — by
a

2a

Die Menge aller z,y mit |f (x,y)| < |n| ist also endlich. Hieraus folgt unmittelbar die
Behauptung fir f (z,y) = n. O

1.2.5 Bemerkung

e Mit Hilfe der Schranken aus dem Beweis von Satz 1.2.4 kann man alle Losungen von

f (z,y) = n bei gegebenem n € Z bestimmen.

e AuBerdem ist es zu einer gegebenen Form f (z,y) = az?® + bxy + cy? nun méoglich, in
endlich vielen Schritten die betragsméaflig kleinste darstellbare Zahl m € N zu finden.
Denn nach 1.2.4 und mit f(1,0) = a, gibt es nur endlich viele x und y mit

|f (z,y)| <la|]. So findet man durch einfaches Ausprobieren die vom Betrag her
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kleinste Zahl m, die eine Darstellung durch f besitzt.

Desweiteren findet man auch die zugehorigen Werte v und v mit gg7'(u,v) = 1,

99T (u) ggT(u,m) ~ (99T (u)

sodass f (u,v) = m. Sonst wire namlich f (
darstellbare Zahl.

2 eine kleinere

Man kann sich nun Fragen, ob es unterschiedliche Formen gibt, die die gleichen Werte-

bereiche haben. Hierfiir ist die Einfithrung der folgenden Aquivalenzrelation sinnvoll.

1.3 Definition: Aquivalenz von Formen

Zwei bindre quadratische Formen f und g heiflen dquivalent (f ~ g), falls es eine Matrix
A, € M(2,2,Z) mit det(Ay,) = £1 gibt, sodass gilt:

x x
f =9 Af,g
) )
Das heifit, es gibt eine ganzzahlige Transformation mit det £1, die f in ¢ tiberfiihrt.

Dass ~ wirklich eine Aquivalenzrelation auf der Menge der binéren quadratischen Formen

bildet, ist im Folgenden noch zu untersuchen.

1.3.1 Lemma

Eine Matrix A € M (2,2,7Z) hat genau dann ein Inverses mit ganzzahligen Eintragen, wenn

det (A) = +1.

Beweis =" Falls A ein ganzzahliges Inverses besitzt, so ist auch det (A) und det (A™1)
ganzzahlig. Aus det (A)det (A7) = 1 folgt somit, dass det (A) = &1

,<" Falls det (A) = £1, so ist A = (a
c

) invertierbar und die inverse Matrix hat die

d —b d —b
Form A~ = detl(A) ( ) ==+ ( ) Also ist A wieder ganzzahlig. U
—c

a —C a

1.3.2 Nachweis der Aquivalenzrelation

1. f~ ffir A;; = E, (Einheitsmatrix)

2. Aus f ~ g folgt, dass Ay, mit f (x) =g (Afﬁg (m)) existiert. Mit Hilfe des obigen
) )
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Lemmas weifl man, dass A;; € M (2,2,7Z), und wegen

() ol ()2 0)

weifl man auch, dass A, f = (A;,)" " und damit, dass g ~ f.

3. Wegen f ~ g und g ~ h weifl man, dass Ay, und A, existieren.
Man wéhle also Apy = A, Ar,. Dann ist Ay, wieder ganzzahlig, da det (Asj) =
det (Ayp) det (Af,) = £1 und somit ist aufgrund von folgender Gleichung f ~ h.

(o)) o)

Man hat also nun eine Aquivalenzrelation auf der Menge der bindren quadratischen
Formen. Folgende Bemerkungen machen deutlich, dass die lineare Transformation einer
Substitution entspricht, die wieder riickgingig gemacht werden kann. Man kann also anstelle

einer gegebenen Form genauso gut eine beliebige aquivalente Form betrachten.

1.3.3 Bemerkungen

e Es ist moglich jede bindre quadratische Form f durch eine symmetrische Matrix
b
F = ( ;) zu beschreiben. Denn f hat folgende Form:

[SIS -

b
f2,y)=a® +boy+ ey’ = (¢ y) (Z jl) (x)
2

F' heifit auch darstellende Matrix zu f.

e Wenn eine Form ¢ zu obigem f mittels der Transformation A aquivalent ist, so gilt

G = ATFA bzw.:
b
T rla 3 T
(y) @ ) (S d) y

e A entspricht also der Basiswechselmatrix, die F' in G tberfiihrt. Die Losungen von
f(x,y) = n stehen demnach in bijektiver Korrespondenz zu den Loésungen von

g (z,y) = n. Aquivalente Formen nehmen also auch dieselben Werte an.

e Die Diskriminante Dy von f steht in engem Zusammenhang zur Determinante von
F. Es gilt:
D = —4 det(F )
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1.4 Beispiel

Bei dem Versuch die Gleichung 5% + 26xy + 34y? = 2 zu lésen, kann es nun hilfreich
sein, eine aquivalente Form zu finden, deren Losungen leichter zu bestimmen sind. Durch

quadratische Erganzung erhalt man die dquivalente Gleichung (2z + 5y)° + (z + 3y)* = 2.
Wenn man also als Transformationsmatrix A := ( ) wahlt, erhalt man f ~ g mit

f(z,y) = 52® 4+ 26zy + 34y? und g (z,y) = x* + y?. Offensichtlich hat z? + y? = 2 vier

ganzzahlige Losungen: (£1,+£1). Die Losungen der eigentlichen Gleichung bekommt man

3 -5
nun durch Transformation mittels A=! = ( _ )

Also £A71(1,1) = + (2, —1) baw. £471 (1, —1) = + (8, —3).

Hieraus wird auch deutlich, dass alle zu einer positiv definiten Form dquivalenten Formen
auch positiv definit sein miissen. Denn die Darstellung einer negativen Zahl wiirde auch bei
allen aquivalenten Formen eine transformierte Darstellung dieser Zahl liefern. Da solche
Transformationen stets durch regulare Matrizen dargestellt werden konnen, ist es auch

nicht moglich, dass man durch Transformation eine nicht triviale Darstellung der 0 erhélt.

Positive Definitheit ist also eine Eigenschaft, die mit einer Form ihrer ganzen Aquiva-
lenzklasse zukommt. Der folgende Satz wird dies auch fiir den Wert der Diskriminante

zeigen.

1.5 Satz: Invarianz der Diskriminante

Zwei dquivalente Formen haben stets gleiche Diskriminanten.

Beweis Seien f und g zwei dquivalente Formen mit darstellenden Matrizen F' und G
und den Diskriminanten Dy und D,. Auflerdem sei A die Transformationsmatrix mit
det(A) = £1. Wegen Bemerkung 1.3.3 gilt dann:

D, = —4 det(G) = —4 det(ATFA)
= —4 det(AT) det(F) det(A) = (£1)* (—4 det(F))
= Df

O
Zusammenfassend stellt man also fest, dass es meistens nur wichtig ist, einen Repra-
sentanten aus jeder Aquivalenzklasse zu untersuchen. Hierfiir ist es von Vorteil, sich ein

geeignetes Reprasentantensystem zu tiberlegen. Folgende Definition ist hierfiir sinnvoll:



1 Bindre Quadratische Formen 8

1.6 Definition: Reduzierte Formen

Eine binire quadratische Form az? + bzy + cy? heilt reduziert, falls |b] < |a] < |c|.

1.6.1 Bemerkung

Fiir eine positiv definite Form f (x,y) = ax® + bxy + cy? gilt nach Satz 1.2.2, dass a und ¢

positiv sind. Also ist f genau dann reduziert, wenn [b| < a < c.

1.6.2 Bemerkung

Im Folgenden wird man feststellen, dass zu jeder Form auch eine adquivalente reduzier-
te Form existiert. Diese reduzierte Form muss jedoch nicht eindeutig sein. Ein echtes
Reprasentantensystem der Aquivalenzklassen stellen die reduzierten Formen nur fiir die
definiten Formen und auch nur mit der starkeren Bedingung 0 < b < a < ¢ dar. Mit dieser

zusétzlichen Bedingung, dass b > 0, ist dann die reduzierte Form eindeutig.

1.6.3 Satz

Zu jeder bindren quadratischen Form existiert eine dquivalente reduzierte Form.

Beweis Sei f (z,y) = Az + Bxy + Cy? gegeben. Die Konstruktion von f (z,y) = az? +
bry + cy® mit der Eigenschaft |b] < |a| < |c| geschieht in mehreren Schritten.

Zuerst wird der fihrenden Koeffizienten von f als die dem Betrag nach kleinste von f
darstellbare Zahl gewéhlt. Dieses a kann man nach 1.2.5 genauso bestimmen, wie ganze

Zahlen u und v mit gg7T (u,v) = 1, sodass f (u,v) = a. Wegen ggT (u,v) = 1 gibt es
u

ganze Zahlen o und § mit au — v = 1. Diese Tatsache garantiert, dass A := ( 6) eine
v«

ganzzahlige Transformation darstellt, die f in

g(z,y) = A(uz + By)* + B (uz + By) (vr + ay) + C (vz + ay)?
= (Au2+Buv+Cv2>x2+...

:axz—l—...

iiberfithrt. Es gilt also f ~ g, wobei g also fithrenden Koeffizienten a hat.

Von nun an kann man ohne Einschrankung davon ausgehen, dass f die Form f (z,y) =

ax? + Bxy + Cy? hat. Um f zu konstruieren, darf bei einer Transformation der fithrende

Koeffizient von f nicht mehr verdndert werden. Solch eine Transformation stellt A :=

1
(O ‘i) fiir jedes ganzzahlige j dar. Nun kann das j so gewdhlt werden, dass bei der dabei
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entstehenden Form

g(z,y) =a(x+jy)’ + Bz +jy)y+Cy’
:ax2+(2aj+B)my—|—(aj2+j+0)y2

der 2. Koeffizient 2aj + B die gewiinschte Bedingung |2aj + B| < |a| erfiillt. Dies ist genau
dann der Fall, wenn:

Z _l<i< E—F}
2a 27>, 2

Fir j = [—%} gilt also, dass |2aj + B| < |a|. Nun ist die Gleichung [b| < |a| erfullt.
Nach Annahme ist a der betragsmafBig kleinste Wert, den f annimmt. Deshalb muss
|IC| = |f(0,1)] > |a| sein. O

1.6.4 Satz

Fiir jede positiv definite Form f (z,y) = ax®+bry+cy? existiert eine eindeutige dquivalente

Form f (z,y) = az® + bry + ey mit 0 < b<a < c.

Beweis Nach Satz 1.6.3 existiert zu f schon eine reduzierte Form f. Da die Transformation
-1 0

A= ( 1) aber offenbar axz? + bxy + cy? in ax? — bxy + cy? {iberfiihrt, kann man ohne

0
Einschrénkung von 0 < b < a < ¢ fur f ausgehen.

Nun bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Das heifit, dass zwei dquivalente re-

duzierte Formen stets identisch sind. Seien hierzu f(x,y) = ax® + bxy + cy? und
!

g (z,y) = Az? + By + Cy? zwei reduzierte Formen mit b, B > 0 und T := ?) die
Y

entsprechende Transformation. Es gilt dann:

Wegen 1.5 weifl man aulerdem, dass:

A = ad® + bay + ¢y (2)
B = 2aaf + b (ary + B0) + 2¢v0 (3)
C =af*+bB6 + ¢ (4)
Dj = Dy (5)
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Falls nun f # g, so gilt a # A oder ¢ # C. Andernfalls wire f = § aufgrund von:

b= \/Dj+4ac? /D, +4AC = B

e Falls a # A, so kann man ohne Einschrankung annehmen, dass a > A. Andernfalls

tauscht man die Bezeichnungen von f und §. Es ergibt sich dann, dass

b>0
~~ =
A @ ac® + bay + cy* > aa’® — blay| + cy?

a<c

A~
> aa® —blay| +ay? = a(a2 +72) —blay|

> 2alay| — b oy [denn o + % > £2ay |
> 6
= alar] )
a>b

Aufgrund von a # A muss nun also |ay| < 1 und damit |ay| = 0 sein. Da aber

det (T) = ad — py = £1, kann lediglich einer der beiden Faktoren gleich Null sein.

Dann erhélt man aber mit Hilfe der obigen Ungleichungskette

A = ac? + bary ~|—072 > aa? + ch >a
jary

einen Widerspruch zu a > A.

e Analog zu oben kann man von ¢ > C' ausgehen, da sonst wegen a = A die Koeffizienten

einfach umbenannt werden konnten. Wegen (6) ist nun |ay| < 1.

1. Fall: Es ist |ay| = 1. Dann ist auch 7 # 0 und man bekommt einen Widerspruch

7ua=A:

c>C>A=ua
- 072 >a’y2
— aa’ +C’y2 > aa’® +a72
— aa® — blay| + y? > aa® — blay| + ar?

g>A>a

2. Fall |ary| = 0. Dann ist wegen det (7) # 0 wieder nur einer der beiden Faktoren

gleich Null. Wenn a = 0, so ist mit demselben Argument wie im 1. Fall A > a. Wenn
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allerdings v = 0, so ist wegen det(T") = ad — fy = ad = £1:

BQQaa6+b ad + By | +2c¢v6 =2aaB £ b
YY)

Falls nun B = 2aaf+b, so ist b— B = —2a«f und gleichzeitig 0 < B < b < a. Dies ist
ein Widerspruch, da b — B sowohl ein Vielfaches von 2a ist, als auch die Ungleichung

0 < b— B < q erfiullen miusste.

Falls aber B = 2aaf — b, so ist ganz analog B + b = 2aaf und 0 < B < b < a. Hier
bekommt man einen Widerspruch, da B 4 b ein Vielfaches von 2a ist und gleichzeitig
0 < b+ B < 2a erfillt.

Somit muss gelten b = B und die beiden Formen f und § stimmen iiberein.

1.6.5 Bemerkungen

e Der Beweis von 1.6.3 zeigt auch, wie man aus einer gegebenen positiv definiten Form

die dquivalente reduzierte Form konstruieren kann.

e Falls f negativ definit ist, so ist — f positiv definit und damit existiert ein eindeutiges

f mit 0 < —b < —a < —c¢, sodass —f zu f aquivalent ist.

1.7 Satz: Diskriminanten reduzierter Formen

Zu jeder beliebigen Diskriminante gibt es nur endlich viel reduzierte Formen.

Beweis Es ist zu zeigen, dass es nur endlich viele ganze Zahlen a, b und c¢ gibt, die

gleichzeitig die Bedingung der Reduziertheit |b] < |a| < |c], als auch b* — 4ac = D erfiillen.

Ahnlich wie im Beweis von 1.2.4 kann man hier zunéchst zeigen, dass a unabhéingig von b

und ¢ beschrankt ist und anschliefend, dass b unabhéngig von ¢ beschrankt ist. Dass dann

auch die Menge aller dazu passender ¢ beschriankt ist, ergibt sich, da D kein Quadrat ist
v —D

und somit a # 0, aus: D = b? — 4ac genau dann, wenn .~ = c. Die Beschranktheit von a

ergibt sich aus folgender Bedingung;:

D
|—D| = )4ac—b2’ > |4ac — |ac|| > 3lac| > 3a® <= \/|3| >a>0

Da |b| < |a| schon Voraussetzung war, ist hiermit gezeigt, dass nur endlich viele reduzierte

Formen die Diskriminante D besitzen. O



1 Bindre Quadratische Formen 12

1.7.1 Beispiel

Bestimmung aller positiv definiten Formen mit Diskriminante 0 < —D < 12. Nach Satz

1.2.2 gilt a > 0 und aus dem Beweis 1.7 ist klar, dass:

12 _ (D]
2=4—>4— >a>1
V3 =V 3 ==

Auflerdem muss die Bedingung der Reduziertheit 0 < b < a < ¢ erfiillt sein. Somit kann

man alle méglichen Werte a, b und damit auch fiir ¢ bestimmen.

a=1 ) c=1 c=2 c=
= D =b*—4dac = —4c = oder oder

b=0 D=-4 D= -8 D=-12

a=1 c=1 c=2 c=3
=D =1—-4c = oder oder

b=1 = -3 D=-7 D=—-11

a=2 D=1-8c ) )
= = ¢ = 1 = nicht reduziert.
b=0,1 D= -8

a:2 C:2
=D =4-28c =
b=2 D= —-12

Es ergibt sich daraus folgende Tabelle:

Diskriminante Anzahl der Klassen pos def Formen
-3 1 22 + 2y + y?
-4 1 22 + y?
-7 1 22 + xy + 29°
-8 1 % + 2°
-11 1 2?2 + xy + 3y°
-12 2 2?2 + 3y% und 222 + 2zy + 2¢°

Nun sieht man noch einmal, dass die Form 52 + 262y + 34y? aus dem Beispiel 1.4 schon
allein aufgrund ihrer Diskriminante D = 26% — 4 -5 - 36 = —4 aquivalent zu 2% + y? sein

muss.

1.7.2 Bemerkung
Es ist stets D = b* —4ac =b* = 0,1 (mod 4).
e Falls D=0 (mod 4), so hat 22 — 24? die Diskriminate D
e Falls D=1 (mod 4), so hat 2% + zy + %QQ die Diskriminate D

Die entsprechende Form heifit auch Hauptform der Diskriminante D.
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1.8 Vermutung von Gauss

Es sei h (D) die Anzahl der Aquivalenzklassen von positiv definiten Formen mit Determi-
nante —D, dann gilt:
lim h(D) =00

D——o0
Das bedeutet, es gibt nur endlich viele negative Diskriminanten mit Klassenzahl 1. Harold
Stark [Sta67] bewies, dass dies genau D = —3,—4,—7,—8,—11,—19,—43,—67 und —163 sind.
Die obige Aussage wurde 1934 von Hans Heilbronn [HL34] bewiesen und bereits von Gauss

vermutet.

1.9 Satz: Eigentliche Darstellbarkeit ganzer Zahlen

Es sei f eine positiv definite quadratische Form mit Diskriminante D und Klassenzahl
h (D) = 1. Fr eine beliebige nattirliche Zahl n gilt:

stellt n eigentlich dar <= x* = mod 4n) 1st losbar
11 i lich d =D d 4n) ist 1osb

Hierbei bedeutet eine eigentliche Darstellung von n durch f, dass es teilerfremde Zahlen

x,y € Z gibt, sodass f (z,y) = n.

Beweis =" Da f n eigentlich darstellt, kann man analog zu dem Beweis von 1.6.2 eine
zu f dquivalente Form konstruieren, deren fiihrender Koeffizient n ist. Sei dies g (z,y) =
na? +may + ly?. Dann gilt aufgrund von 1.5, dass D = m? — 4nl. Hieraus folgt direkt, dass
m? = D (mod 4n).

,<“ Da ein m € Z existiert, sodass m* = D (mod 4n), kann man m? folgendermaflen
schreiben: m? = D + 4nl mit | € Z. Dann ist g (z,y) = nz? + may + ly* eine Form
mit Diskriminante D, = m? — 4nl = D. Da h(d) = 1, ist g zu allen Formen mit gleicher

Diskriminante dquivalent. Somit stellt f die gleichen Zahlen wie g dar. Da g (1,0) = n, wird
b
n von g eigentlich dargestellt. Sei Ay y = (a d)' Dann ist f (a,c) = n. Diese Darstellung
c

ist eine eigentliche, da aufgrund von det (4, ) = ad — bc = £1 gilt, dass g¢T (a,c) =1. O

1.9.1 Bemerkungen

e FEine Primzahl kann nur eigentlich dargestellt werden, denn ggT’ (m,y)2 ist stets ein
Teiler der dargestellten Zahl.

e Falls 2 [/ n ist die Losbarkeit von 22 = D (mod 4n) gleichwertig mit der Losbarkeit
von z? = D (mod n). Denn nach Bemerkung 1.7.2 ist stets D = 0,1 (mod 4).
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1.10 Beispiele

(4)

(i)

(iid)

Falls D = —11, so ist nach 1.8 h(D) = 1. Aber 22 = —11 (mod 4n) ist nicht 16sbar fiir
n = 2. Da 2 eine Primzahl ist, lasst sie sich nur eigentlich darstellen. Also lasst sich 2

tiberhaupt nicht durch eine positiv definite Form mit Diskriminante —11 darstellen.

[ (z,y) = 22 + 2y* hat Diskriminante D = —8. Also ist D = 0 (mod 4). f stellt die
Primzahl p genau dann dar, wenn 2> = —8 (mod p). Es sei denn 2|p, also p = 2.
Dann besitzt p aber die Darstellung (0,1). Also ist p = 2 oder —8 ist quadratischer
Rest modulo p. Mit Hilfe des Legendre Symbols bedeutet dies: (’?8) = 1 Aufgrund
der Multiplikativitiat des Legendre Symbols gilt:

-B)-RB0-0

Es ist p =2 oder p = 1,3 (mod 8), denn fiir das Legendresymbol gilt:

<_1> :(_1)%1: lfallsp=1 (mod 4)

p —1fallsp=3 (mod 4).
(2) _ (_1)p2T_1 _ 1 falls p=1oder 7 (mod 8)
p —1fallsp=3oder5 (mod 8).

Aus dem Beweis von 1.9 wird auch klar, dass 2% + 3y? die Primzahl p hochstens dann
darstellt, wenn p # 2 und p = 1 (mod 3). 2% + 3y* hat zwar Diskriminante D = —12
und h (—12) # 1, aber fiir den ersten Teil des Beweises ist h (D) = 1 nicht notwendig.
Es gilt also: Falls p # 2 durch f dargestellt wird, dann nach 1.9.1 nur eigentlich. Es
folgt also, dass (_712> = (g) = 1 und somit p = 1 (mod 3). Tatséchlich ist es so, dass
p genau dann darstellbar ist, wenn p = 1 (mod 6). (vgl. [But99])

Analog zu (ii7) kann man sich fragen, welche Primzahlen p von einer der beiden
Formen 22 + 3y? oder 222 + 2zy + 2y? dargestellt werden. Offenbar sind beide Formen
positiv definit (vgl. Satz 1.2.2), reduziert und haben Diskriminante —12. Demnach
konnen sie nicht dquivalent sein. Auflerdem ist h(—12) = 2. Also reprasentieren
die beiden Formen alle Formen mit Diskriminante —12 und der Satz 1.9 kann in
abgewandelter Form angewandt werden. Es gilt, dass 22 + 3y? oder 222 + 2zy + 2y>
die Primzahl p genau dann darstellt, wenn p # 2 und p =1 (mod 3).

Literaturhinweis: Dieses Kapitel richtet sich im Wesentlichen nach [NZ76a]. In Ausziigen auch [Zag81]
und [Sch94].
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2 Ordnungen und ganze Zahlen

2.1 Definition: Ganzheit

Es seien R C R’ Integritatsbereiche mit 1.
Ein Element b € R’ heifit ganz tber R, wenn ein normiertes Polynom f € R |[z] existiert,
sodass f (b) = 0. f(b) = 0 heift Ganzheitsgleichung fur b tiber R.

Das heifit, b ist Nullstelle eines normierten Polynoms mit Koeffizienten in R.

2.1.1 Bemerkung

a € Q ist ganz iiber Z genau dann, wenn « € Z.

Beweis ,=" Es sei a = { € Q ganz iiber Z und gg7T (a,b) = 1. Dann geniigt § der

Gleichung;:

a\"™ a\"! a
(b) +Cn_1<b> +...+Clg+00:o

a" + Cp1a" O+ ab T Heph” =0
b (cn_la"_l + .4 cab" T+ cob"_l) = —a"

Also ist b ein Teiler von a™ und wegen ggT (a,b) = 1 auch ein Teiler von a. Hieraus folgt
wieder wegen ggT (a,b) = 1, dass b = £1 und somit « € Z.

»,<=“ Wenn « € Z, so ist es Nullstelle von x — « € Z [z] und somit ganz tiber Z.

2.1.2 Bemerkung

Aus dem zweiten Teil des obigen Beweises wird auch klar, dass bei allen Integritdtsbereichen
R C R’ die Elemente aus R immer auch ganz iiber R sind.

2.1.3 Bemerkung

Sei R ein Unterring von R’ und b € R'.

e R kann stets als R-Modul aufgefasst werden. Die skalare Multiplikation ist dabei die
Multiplikation in R’.

e R[b] ist der kleinste Unterring von R, der R und b enthalt.
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2.1.4 Satz

Es seien R C R’ Integritdtsbereiche mit 1 und b € R'. Folgende Aussagen sind dann

aquivalent:
(i) bist ganz uber R.
(17) Rb] ist ein endlich erzeugter R-Modul.
(24i) R[b] ist in einem Unterring S von R’ enthalten, welcher endlich erzeugter R-Modul
ist.
Beweis

(1) = (i) Furi=0,...,n — 1 existieren a; € R, sodass:
b" + a,n_lb"_l + ...+ alb “+ ag = 0 (7)

Es sei M der von {1,b,b% ...,0" '} (endlich) erzeugte R-Untermodul von R'. Da R [b] von
den b fiir ¢ > 0 erzeugt wird, reicht es zu zeigen, dass jedes dieser erzeugenden Elemente
in M liegt. Fiir ¢ = 0,...,n — 1 ist dies nach Definition klar. Aufgrund von (7) ist auch
b" € M. AuBlerdem gilt folglich aber auch:

V' = —q, b — bR gl

Das heifit mit b" € M ist auch "' € M und somit liegen nach Induktion iiber j € N alle
b"*7 in M. Offensichtlich ist damit R [b] = M und somit endlich erzeugt.

(73) = (idi) Ist offensichtlich, wenn S = R [b] gewahlt wird.

(7i1) = (i) Es sei {s1,...,s,} eine endliche Basis von S als R-Modul. Da auch b € S, ist
bs; € S fur alle t = 1...n. Also kénnen wir diese Elemente wieder als Linearkombination

der erzeugenden s; schreiben:
n
bs; = Za@jsj fa.i=1,...,nmitag;; € Rund 1 <i,5 <n
j=1

Daraus folgt, dass

n n 0 firyj#1
0= (Z Cliijj) - bSi = Z (CLZ"J‘ - 6i,jb) Sj firi=1...n und (51',]‘ = J 7&
7=1

j=1 1 firi=y
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Als Matrix geschrieben bedeutet das, dass:

aiy —b ai,2 ai3 e a1,n S1
421 a29 — b a23 a2 n So
as 1 a3 2 ass — b =
Ap—1,n Sn—1
Qp,1 Qp,2 s Apn—-1 QApn — b Sn

oder kiirzer geschrieben (A — bE,)s = 0. Da s eine Basis von S, also insbesondere s # 0,
muss demnach det (A — bE,) = 0 sein. det (A — bE,,) ist gerade das charakteristische Poly-

nom p4 (b) von A. Der fithrende Koeffizient von py ist jedoch immer (—1)" und alle anderen

Koeffizienten bilden sich aus den a;; € R. Somit ist p4 (b) = 0 die Ganzheitsgleichung fiir

b iber R.

2.1.5 Satz

Es seien by, by, ..., b, € R’ ganz iiber R. Dann ist R[by,bs,...,b,] ein
R-Modul.

Beweis mittels vollstdndiger Induktion nach n.
Aus (2.1.4) weifl man, dass R[b;] endlich erzeugt ist. Sei nun {a,..

gendensystem von R [by,by,...,b,1]. Da b, ganz iber R ist, ist es

O

endlich erzeugter

., 0} ein Erzeu-

auch ganz tber

R[b1,bay ... bp_1]. R[b1,ba, ... by_1][bs] ist dann tiber RI[by,bs,...,b, 1] erzeugt durch

1,b,,...,bF fiir ein geeignetes k € N. R[by,bo,... b, 1,b,] wird dann

mit:=1,....,mund j =0,...k.

2.2 Definition: Ganze Hiille

Es sei R C R’ Integritatsbereich mit 1.

M :={b € R'| b ganz iiber R } heifit ganze Hiille von R in R'.
2.2.1 Bemerkung

M ist ein Unterring von R’.

von a;b! erzeugt
U

Beweis Seien a,b € M. Dann sind a — b und ab € R]a,b], also nach 2.1.5 in einem

endlichen R-Modul enthalten. Nach Satz 2.1.4 sind sie also ganz und M
R/

ein Unterring von

O
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2.3 Definition: Ganz Abgeschlossen

Sei R ein Integritdtsbereich mit 1 und K = Q(R) der Quotientenkorper von R.

Dann heifit R ganz abgeschlossen, falls die ganze Hiille von R in K gleich R ist.

2.3.1 Satz

Jeder ZPE-Ring ist ganz abgeschlossen.

Beweis Der Satz 2.1.1 ist ein Spezialfall dieses Satzes mit R = Z. Der Beweis geht
allerdings vollkommen analog, da nur benutzt wurde, dass Z ein ZPFE-Ring ist. U

2.3.2 Bemerkung

Fiir jede quadratische Korpererweiterung K von Q existiert ein quadratfreies d, sodass
K=Q (\/E) ist.

Denn da [K : Q] = 2, ist fir « € K \ Q das Minimalpolynom Jtt (o, Q) = 22 + ax + b €
Qlz]. Also ist o = %\/m und K = Q(a) = Q(\/M). Jedes Quadrat in der
Primfaktorzerlegung von a? — 4b kann nun noch aus der Wurzel gezogen werden, und man

erhialt K =Q (\/E) mit quadratfreiem d.

2.3.3 Satz

Sei 0,1 # d € Z quadratfrei.

(1) Die ganze Hiille R von Z in Q (\/c_l) ist

(= g beZa=b (mod2)} fallsd=1  (mod 4)
{a+b\/a|a,b€Z} falls d = 2,3 (mod 4)

# falls d =1 (mod 4)

(7i) Essei w:=
Vvd  falls d = 2,3 (mod 4)

Dann ist {1,w} eine Z-Basis von R.

2.3.4 Hilfssatz

Es sei Q C K eine Korpererweiterung und o € K. Dann ist a genau dann ganz iiber Z,

wenn Jee (o, Q) Koeffizienten in Z besitzt.
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Beweis Falls Jvr (o, Q) ganzzahlige Koeffizienten besitzt, ist o auch Nullstelle eines
Normierten Polynoms in Z [z] und somit ganz iiber Z.

Falls « ganz iiber Z, gibt es ein normiertes Polynom f € Z[z], sodass f (a) = 0. Jede der
Nullstelle a, . . ., a; von Jrr (o, Q) ist als Nullstelle von f (z) ganz iiber Z. Die Koeffizienten
des Minimalpolynoms sind alle in Q, da aber Jtt (a, Q) (x) = (z — 1) ... (z — i), sind sie

ganz iiber Z. Nach 2.1.1 ist Z ganz abgeschlossen in Q und somit Jvr (o, Q) € Z [x]. O
Beweis von 2.3.3 Zu () sei

[0 abeZa=b (mod2)} fallsd=1  (mod 4)
{a+bx/&\a,b€Z} falls d = 2,3 (mod 4)

R =

Dann ist zu zeigen, dass R C R und R O R’

L,C“Seiae RCQ (\/E) Dann hat es die Form o = a + bv/d mit a,b € Q.

Falls b = 0, ist a ganz iiber Z und nach 2.1.1 ist a € Z.

Falls b # 0, ist « Nullstelle des Polynoms p(z) = (r — «) (z — @) € Q[z]. Hierbei ist
@ = a — bv/d das konjugierte Element zu a. p(x) ist irreduziebel iiber Q, da a,a ¢ Q
die Nullstellen sind. Somit ist p (z) auch das Minimalpolynom von «. Denn « kann nicht

Nullstelle eines linearen Polynoms sein. Nach 2.3.4 hat p (z) also ganzzahlige Koeffizienten.

p(x)=(r—a)(zr—-a)
=2’ - (a+@)z+aa

= 22 — 2ax + a® — db®

—2a und a? — db? sind demnach ganzzahlig.

Falls a € Z, so ist db* € Z und da d quadratfrei ist, damit auch b € Z.

Falls nicht, ist 2a = @’ € Z mit o’ ungerade und somit a = %. Dann ist 4a> = o’ € Z und
somit muss gelten 4db? € Z und db* ¢ Z. Wir kénnen b als gekiirzten Bruch %l schreiben
mit ¢ > 1 und erhalten aufgrund von 4d%22 € Z und d quadratfrei, dass ¢*|4 uns somit
q=2.

Man erhélt also a = % und b = &. Wegen a? — b*d € Z gilt also:

4a* — 4b*d =0 (mod 4)
a? —b*d=0 (mod 4)
(1) —(£1)d=0 (mod 4)

Somit muss in diesem Fall d = 1 (mod 4) sein. Aulerdem kann d = 0 (mod 4) nicht sein,

da d quadratfrei ist. Der erste Fall tritt also ein, wenn d = 2,3 (mod 4). Also ist a« € R'.
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,2“Es sei nin @ = a + b/d € R mit a,b € Z. Dann ist o Nullstelle von p(z) =
(r —a)(z—a) =22 —2axr +a® — db* € Z |[x].

Falls allerdings o = a+52;\/& € R mit a,b € Z und a = b (mod 2), so ist es Nullstelle von
p(z) =(z— ) (z—a) =2 — ax + § (a® — db*) € Z[z]. Denn aufgrund von

a="b (mod 2)

a® = b (mod 4)

a—bv =0 (mod 4)
a’? —b’d=0 (mod 4) denn d =1 (mod 4)

ist % € Z.

(77) folgt nach (i), da im ersten Fall a = b (mod 2) und somit @ = b+ 2n mit n € Z,
also “*g‘/g = b+g\/3 +32=b- ”—2\/3 + n -1 ist. Im zweiten Fall ist a + bv/d schon eine

Linearkombination der Basiselemente. O

2.4 Definition: Ganze Zahlen

Es sei Q C K eine Korpererweiterung.
Die ganze Hiille R von Z in K heifit Ring der ganzen Zahlen von K. Die Elemente von R

heiflen ganze Zahlen von K.

2.5 Definition: Ordnungen

Sei Q C K eine endliche Korpererweiterung und R der Ring der ganzen Zahlen von K.
O heifit Ordnung von K, falls gilt:

(i) O ist ein Integritdtsbereich mit 1.
(i) OCR
(77i) Fur den Quotientenkdrper von O gilt: Q (O) = K

2.5.1 Satz

Es sei Q C K eine algebraische Koérpererweiterung und R der Ring der ganzen Zahlen von

K. Dann existiert fur alle « € K ein a € Z so dass aa € R
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Beweis Es sei also a € K. Dann ist es algebraisch und somit Nullstelle eines ohne
Einschrinkung normierten Polynoms f(z) = 2™ + a, 12" ' + ... + @12 + a9 € Q []

Es sei a € Z das kleinste gemeinsame Vielfache aller Nenner der a;. Dann ist o™ f € Z [x]
mit ac als Nullstelle. Denn a” f (o) = (aa)" 4 aan_; (a0)” " +. .. +a"ay (aa) +a ag = 0.

Somit ist acx € R. O

2.5.2 Satz

Es sei Q C K eine algebraische Korpererweiterung. Dann ist der Ring der ganzen Zahlen

R eine Ordnung von K.

Beweis Die Bedingung (i) ist klar. Es ist also noch zu zeigen, dass @ (R) = K. Aber
aufgrund von 2.5.1 existiert fiir alleaw € K eina € Rundeinn € Z C R,sodassna =a € R
und somit a = & € Q (R). O

2.5.3 Satz

Sei 0,1 # d € Z quadratfrei. Wie in 2.3.3 sei {1,w} eine Z-Basis des Ringes R der ganzen
Zahlen von Q (\/E) Dann haben alle Ordnungen von K die Form:

Of ={a+bfw|abeZ} firein f e N

Beweis Dass O wirklich eine Ordnung ist, sieht man analog zum Beweis von Satz 2.5.2.
Sei also O C K eine beliebige Ordnung. Alle Elemente aus O haben die Form a = a + bw
mit a,b € Z. Falls stets b = 0 gilt, ist O = Z und somit f = 0. Sonst wiahle man ein
Element mit minimalem positivem b aus. Dies existiert, da mit a auch —a in O ist. Sei
dieses Element nun n + fw. Fiir beliebiges a +bw € O ist auch bw € O. Sei nun b = mf +r
mit 0 < r < f. Dann ist wegen der Minimalitat von f und rw = (b—mf)w € O r =0
und somit f|b. Es lésst sich also jedes Element aus O in der Form a + bfw mit a,b € Z
darstellen. Demnach ist O = Oy. g

Literaturhinweis: Im Wesentlichen nach [Sch94]. In Ausziigen auch [KP76], [Bc66] und [Sam71].
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3 Einheiten in Ordnungen quadratischer Zahlkorper

3.1 Definition: Quadratische Zahlkorper

Ein quadratischer Zahlkérper ist eine Korpererweiterung K von Q mit Erweiterungsgrad

zwel. Also [K : Q] = 2.

Alle quadratischen Zahlkorper haben dann die Form Q (\/E) fiir ein quadratfreies d € Z.
Nach 2.5.3 haben alle Ordnungen dieser Zahlkorper die Form

LVd - fallsd =1 (mod 4)

Of ={a+bfw|abeZ} firein feN und w:=
Vd fallsd=2,3 (mod 4)

3.2 Definition: Norm und Einheiten

e € Oy heifit Einheit in Oy, falls es ein multiplikatives Inverses in Oy besitzt.
Fﬁra:a—i—b\/ae(@(\/c_i) ist N (a) :=«a-a=a*—b*d die Norm von a.

3.2.1 Satz

¢ ist genau dann eine Einheit, wenn N (¢) = +1.

Beweis Nach Definition ist die Norm multiplikativ und damit 1 = N (1) = N (ge™!) =
N (e) N (e7'). Also ist N (¢) = £1. Falls N (¢) = %1, ist € - £ = +1 und somit ist +e ein

Inverses von ¢.

Zur Bestimmung aller Einheiten O} von Oy ist es niitzlich, reelle und imaginére Zahl-

korper zu unterscheiden; das heifit die beiden Félle d > 0 und d < 0.

3.3 Satz: Einheiten imaginarer Zahlkorper

Falls d < 0 quadratfrei ist, so ist die Einheitengruppe O} von Oy gerade {41},
Ausnahme ist lediglich O7 in den Fallen d = —1 bzw. d = —3. In diesen Fallen besteht O

aus den vierten bzw. sechsten Einheitswurzeln.

Beweis Es sei e € O} Dann ist N (¢) = £1.

Es sei zunédchst d = 1 (mod 4) und somit w = 1+Vd

a+bfvd
2 2

¢ lasst sich nun auf die Form ¢ =

mit a,b € Z bringen. Es gilt dann:

a+bfvVd a—bfvd a?—0fd o+ f?|d

Nie)=— 2 4 4

==+1
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Falls b = 0, so ist a = £2 und man erhalt unabhéngig von d die Einheiten ¢ = +1.

Sei b # 0. Dann ist, falls a = +1, b2 f? |d| = 3 und somit d = —3, f =1 und b = +1.

a = 0 kann nicht sein, da wegen a = b (mod 2) sonst b = +£2 ware und damit
d=—-1%#1 (mod 4).

Fiir d = —3 erhélt man also die Einheitengruppe OF = {:I:l, 11\2/?3’ —1i‘2/j3}.

Falls nun d = 2,3 (mod 4), so ist w = V/d. Sei ¢ = a+bf\/d € Oy eine Einheit. Man erhalt
dann:
N (e) = a®> + b’ f*|d| = +1

Falls b = 0, so ist analog zu oben ¢ = +1. Andernfalls muss ¢ = 0 sein und d = —1, f =1
und b = £1. Fiir d = —1 erhélt man also die Einheitengruppe O = {#1,+i} Fir alle
anderen d < 0 ist damit O} = {£1}. O

3.3.1 Bemerkung

Nach Satz 3.3 gibt es in imagindren quadratischen Zahlkorpern also stets nur endlich viele
Einheiten. Da die Gleichung N (¢) = w = #£1 unendlich viele Losungen hat, ist die
Bestimmung aller Einheiten im reellen Fall deutlich schwieriger. Im Folgenden wird man
jedoch sehen, dass sich alle Einheiten bis auf Vorzeichen als Potenzen einer sogenannten
Grundeinheit schreiben lassen. Um diese Grundeinheit zu bestimmen, ist es hilfreich, sich

die Theorie der Kettenbriiche von Nutzen zu machen.

3.4 Kettenbriiche

Der folgende Abschnitt ist eine kurze Zusammenfassung der benotigten Resultate iiber
Kettenbriiche. Ausfiihrlichere Erlduterungen und Beweise sind zum Beispiel in [HW58] zu
finden.

Fir ay € Z und a; € N mit ¢« = 2,...n, ist der zugehorige endliche Kettenbruch

la1,as,as, ..., a,] folgendermaBen definiert

[al,az,ag,...,an] = ay + i
a + ———
&34"71
Qn

Ein unendlicher Kettenbruch [aq,as,as,...] ist fir a; € Z und a; € N mit ¢ > 1 als

Grenzwert der endlichen Kettenbriiche [ay, as,as, . .., a,] definiert. Also

[ala az, ag, . . ] = 7’Lh~>n;olo [ala a2, 0ag, . .. 7an]
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Tatséchlich existiert dieser Grenzwert immer. Die rationalen Zahlen werden dann genau
von den endlichen Kettenbriichen und die irrationalen Zahlen von den unendlichen Ketten-
briichen dargestellt. Unter den unendlichen Kettenbriichen kann man noch zwischen den
periodischen und den nicht periodischen Kettenbriichen unterscheiden. Dabei sind peri-
odische Kettebriiche solche, bei denen die Folge (ay), oy ab einem bestimmten Folgenglied
periodisch wird. Genauer gesagt, falls ein k € Ny und [ € N existiert, sodass ay ;i = ary;
fir alle 7 € N ist. Diese periodischen Kettenbriiche sind in dieser Arbeit von Interesse, da

sie gerade alle quadratischen Irrationalzahlen darstellen.

Offenbar sind fiir beliebige Kettenbriiche und a € 7Z folgende Umformungen méglich:

1
[alaa%a&---] =a +
[ag,ag,a4,..j
a+ lay,ag,as3,...] =[a+ay,az,as,...|

Fiir die folgendermaflen rekursiv definierten Folgen p,, und g, heifit Z—Z der n-te Niherungs-

bruch von a = [aq, ay, .. .|.

p-1:=0 po:=1 Pn i= Pn—10n + P2

qg-1:=1 g =10 In = qn—10n + @2
Man kann mittels Induktion leicht sehen, dass Z—: = [a1, az,as, ..., a,] ist. Das heifit, dass
nll_)IIQlo % = [a1, a9, as, . ..]. AuBerdem gilt p,gn_1 — Prn_1gn = (—1)”“.
Fir ein @ € R sei [ay,a9,...] die zugehorige Kettenbruchentwicklung. Dann heifit
Qp = [ap, Qpy1, - . ] die n-te Restzahl von «. Es gilt dann, dass

1
o =« Qpy1 = ——— und a, = |y, | falls an # a, .
n — Qn

Eine andere Darstellungsweise dieser Rekursion ist in Matrizenform. Hierzu definiert man

n 1
A, = (al O) und P, =A,4,.. . A,

Dann hat nach der Rekursionsformel fiir die Naherungsbriiche P, die Form:

Pn:(p" p"‘l) mit  det (P,) = (—1)"*!

dn  Gn-1
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Analog zur Aquivalenz von Briichen sei ~ C R? x R? folgende Aquivalenzrelation:

-) ~ =

Mit den obigen Definitionen ergibt sich also:

Qi Qi ApOpi1 + 1 1
~ A, = ! — Oy = Ay +
1 1 Ontq Opi1
o o
somit gilt: ~ P, .
1 1

Die Kettenbriche werden als Hilfsmittel im Beweis von Satz 3.6 wieder verwendet.

Zunichst noch weitere hilfreiche Definitionen.

3.5 Definitionen: Reduziertheit, Diskriminanten und Grundeinheiten
Seia=a+bw,gy € Q(\/E) mit a,b € Z.
(1) «a heifit quadratische Irrationalzahl, falls o ¢ Q
(i) @ := a — bw heidt konjugiertes Element zu «.
(17i) « heifit reduziert, falls « > 1 und —1 <@ < 0.
(iv) Sei Jrr (o, Q) (z) = ax? + bx + c. Dann heiit D, = b* — 4dac Diskriminante von a.

(v) € heifit Grundeinheit von Q (\/c_l), falls £g > 1 und £ef} mit n € Z alle Einheiten von

Q (\/E) sind
Man wird sehen, dass in reell quadratischen Zahlkérpern eine solche Grundeinheit immer
existiert und zudem eindeutig bestimmt werden kann.
3.5.1 Bemerkung

aeQ (\/c_l) ist genau dann reduziert, wenn der Kettenbruch zu « rein periodisch ist.
Dabei heiBt « = [ay, as, . . .| rein periodisch, falls ein | € N existiert, sodass a;,; = a; fiir alle

1 € N ist. Falls [ minimal ist mit dieser Eigenschaft, heif3t [ die minimale Periodenldnge.
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3.5.2 Bemerkung
Fiir w aus 2.3.3 gilt, dass
d fallsd=1 (mod 4)
D:=D,=
4d falls d =2,3 (mod 4)
Beweis
?+r+15¢ fallsd=1 (mod 4
et (w,Q) (x) = ' mod )
2 —d falls d = 2,3 (mod 4)
O

3.5.3 Bemerkung
L Q(v3) =2 (vD)

2. Ein Element o € Q (\/Zi) ist genau dann in Oy, wenn o = %@ fir a,b € Z mit

a=bfD (mod 2).

Beweis

1. Falls d =1 (mod 4), ist die Behauptung nach 3.5.2 klar. Sonst ist D = 4d und somit

2v/d = V/D. Also ist Q (\/3) =Q (\/5)

2. ,=" Sei a € Oy. Dann hat o nach 2.5.3 die Form a = a + bfw mit a,b € Z.

1. Fall: d =1 (mod 4). Dann ist w = # und somit:

2a+bf+bf\/E:2a+bf+bf\/E:2a+bf+bf\/5

2 2 2 2 2 2

und 2a +bf = bfD (mod 2). Denn D =1 (mod 2) und 2a =0 (mod 2)
2. Fall: d = 2,3 (mod 4). Dann ist w = v/d und somit:

bfv/4d _2a N bfvD

2a N 2bfVd  2a

2 2 2 2 2 2

und 2a = bfD (mod 2). Denn D = 2a =0 (mod 2).

L= Sel v = % mit a = bD (mod 2).

1. Fall: d =1 (mod 4). Dann ist w = 1+2\/g und somit:

a:a+bf\/5:a—bf+bf+bf\/5:a—bf+bf(1+\/3) _a-bf

2 2 2 2 2 2 2

+bfw
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Also ist @ € Oy, denn a = bf (mod 2) wegen d =1 (mod 2)
2. Fall: d = 2,3 (mod 4). Dann ist w = v/d und somit:
2bfVd  a

bfvVD o«
= — — - b
“=51T 5 g p Thfw

S

Also ist o € Oy, denn a = bfD = 4bfd =0 (mod 2).

O
Im Folgenden soll (\/3) stets ein reell quadratischer Zahlkorper sein. Das heifit d # 0, 1

ist positiv und quadratfrei.

3.6 Satz: Einheiten reeller Zahlkorper

Es sei Oy eine Ordnung von Q (\/c_l) aeQ (\/E) sei reduziert mit Diskriminante D, = f?D
und [ay; az, - - -, ax| die Kettenbruchentwicklung von o mit minimaler Periodenlénge k € N.

Dann ist gy := gz + gr—1 die Grundeinheit von Oy. Das heifit:
O ={£ey | n € Z}

Zur besseren Ubersicht wird der Beweis dieses Satzes in vier Teile geteilt.

Lemma 1
Es sei Of eine Ordnung von Q (\/E) Dann ist a := m als erste Restzahl von fw
reduziert.
Beweis Es gilt:
1
-l<a<0 <= —-—=>1
a

Da d € N mit d # 0,1 ist, ist v/d > 1 und damit auch

Va5 1 fallsd=1 (mod 4)
W =
Vd>1 fallsd =23 (mod 4)

Da v/d ¢ N, ist auch w und fw ¢ N und somit 0 < fw — | fw| < 1. Damit gilt o > 1. Fiir

@ gilt dann:

L e fa = L] - f
> flwl—fo>flw]>f>1
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Lemma 2

Fiir eine quadratische Irrationalzahl @ € Q (\/3) mit Diskriminante D hat auch jede

Restzahl «,, die Diskriminante D.

Beweis Sei a,b,c € Z mit D = b? — 4ac, sodass aa® + ba + ¢ = 0 gilt. Dann ist:

1
a=a +—
(%)
also auch:
1\2 1
a<a1+> +b<a1+> +c=0
[6%) [6%)
und somit:

(aa%+ba1+c)a§+(b+2aa1)oz2—i—a:O

Berechnet man nun hier die Determinante von s, so ergibt dies:
(b+ 2aa;)* — 4a (aa% + ba; + c) =b* —4ac=D
Analog kann man so induktiv D, = D, zeigen. U

Lemma 3

Unter den Voraussetzungen von 3.6 ist €9 := gz + ¢x—1 eine Einheit in Oy.

AuBerdem ist g5 > 1.

Beweis Da « reduziert ist, ist nach 3.5.1 die Kettenbruchentwicklung rein periodisch.

Somit ist &« = ay = ay.41. Nach 3.4 gilt

Mit ey := qra + g1 ergibt sich dann:

() (elmetan)) _ (pretpien) (e per) (@) _ (@
0 - - - - n
1 Qr + Qi1 Qe + Gr—1 I 1) \1 1
_ PrO% + Drk-1 _ DPro + Pr-1
Ak + Qr—1 Ak + Qi1

Hierbei wird « verwendet
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Also ist (Py — eoE) (T) = 0 und somit auch

det (P, — eoF) = ef — Spur (Py,) 9 + det (P) = 0 (8)

Da a ¢ Q, ist auch gy ¢ Q und somit Jrr (g, Q) (x) = 2 + (g0 + &) T + €05 Da aber das
Polynom aus (8) auch normiert ist, Grad 2 und ¢( als Nullstelle hat, muss es mit Jrt (g9, Q)
ibereinstimmen.

Wegen det (P,) = (—=1)" ist also N (o) = e¢g9 = £1. Nach 3.2.1 ist &, somit eine Einheit.
AuBerdem hat Jrr (g9, Q) damit ganzzahlige Koeffizienten und nach Hilfssatz 2.3.4 ist damit

€0 ganz, also 9 € O. Nun bleibt zu zeigen, dass ¢y € Oy.

o — Pk + Pr—1
Qe + qr—1

Aus folgt  qua® 4 (qr—1 — pr) @ — pr—1 =0 .

Dies nach « aufgelost ergibt:

S + \/(pk — g 1)’ + 4GP
24y,

Allerdings ist pr — qu_1 — \/(pk — qk,l)Q +4qipr—1 < 0. Oben tritt also + auf. Nach
Voraussetzung ist D, = f2D. Um unter der Wurzel wirklich f2D stehen zu haben, muss
man noch den gréftmoglichen Faktor von (py — qk_l)z +4qpr—1 aus der Wurzel ziehen. Mit

t := 99T (Pr—1, @, Gk—1 — Pr) ergibt sich dann:

— Qi t
a:pk dk 1+7

f?D
2qy, 2qy,

Dies in die Definition von gy eingesetzt ergibt:

Dk — Q- tf
€0 = Qr + Qr—1 = Qi (1 + Ev D) + Qr—1
k

k k—1 /D

Falls d = 1 (mod 4), so ist w = 1+T\/E und D = d. g ist ganz und somit muss nach Satz

2.3.3 pr + qx—1 = tf (mod 2) und somit auch w € 7 gelten. Dann ist aber

1t -t 1+ Vd
:pk+Qk1+2f\/E:pk+le f +fe(”)f

¢
€0 2 2 i
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Falls d = 2,3 (mod 4), so ist w = v/d und D = 4d. Also:

+ aqp_ t + qr_ 2t + Qr—
8021%2%1+2f@:pk2%1+2f\/3:p’“2q’“+tf\/360f

Bleibt noch zu zeigen, dass ¢y > 0. Da « jedoch reduziert ist, ist & > 1 und fiir £ > 1 ist
gr > 1 und gp_1 > 0. Alsoist eg = qra + qp_1 > a > 1. O
Lemma 4

Es sei Oy eine Ordnung von Q (\/;Z) und € € O} mit € > 1. Dann gilt € = &f fiir einn € N.

Dabei sei g9 wie in 3.6 definiert.

Beweis Ziel ist es, einen Kettenbruch [cy, ¢a, .. ., ¢s] zu finden, sodass die in 3.4 definierten

zugehorigen Matrizen C; folgendes erfiillen. P := C1C5 ... C gentligt der Gleichung

-t

Denn dann gilt fir o/ := ¢y, ..., ¢, qf

(1)) =)~ ()

Und somit folgt o/ = a. Da k die Lange der minimalen Periode ist, ist damit s = hk mit
heN Alsoist P=A,... Ay Ay... Ay ... Ay... Ay = Pl Somit gilt:

()2 o)) onf)

Beim Potenzieren der rechten Gleichung mit 4 ergibt sich, dass e = gft.

AuBerdem gilt fir ein P, das die Gleichung (9) erfillt, dass det (P) = N ().

Dies ergibt sich aus dem Beweis von Lemma 3.
Sei nun € = M mit u = vfD (mod 2) und a, b, c € Z sodass
ac® +ba+c=0 (10)

Solche Zahlen a, b, ¢ existieren, da « algebraisch vom Grad 2 ist. Ohne Einschrankung sei
a > 0und gg7T (a,b,c) = 1. Da a ¢ Q, ist auch acr ¢ Q und somit wegen (10)

Jee (ac, Q) (7) = 2% + bx + ac



3 FEinheiten in Ordnungen quadratischer Zahlkorper 31

Aber offensichtlich ist Jvr (acr, Q) € Z [z] und damit ist nach 2.3.4 aa ganz. Aufgrund von
(10) und aa > 0 gilt:

K,}
</

(11)

N

ac = — +

Denn nach Voraussetzung war die Diskriminante D, = f2D. Nun ist aa aber ganz und
somit b = fD (mod 2). Zusammen mit u = vfD (mod 2) ergibt dies u = vb (mod 2). Mit

u+bv . . u—bv
2 2

p = pfi=cv q:=av q =

ist P := (p b ) dann eine ganzzahlige Matrix. Insbesondere ist es aber die oben gesuchte

q q
u—;bv v o
av % 1

Matrix P. Dazu ist zu tiberpriifen ob

()= ()- (0 )

In der ersten Komponente bedeutet dies:

u+ bv u+vfvD
at+co=——"-—«
2 2
c= 5 5 )@
vD b VD —b
< 4dac = dax JvD b (g)2<b+f\/D) JvD=b
2 2 2
< dac= f*D — b
— Df?*=b*+4dac= D,

Und in der zweiten Komponente:

avo + 9 = 9
<~ aoz—l—u_bvzf\/E
2 2
= b+f b
ay = — + ——
2 2

Dies gilt wegen (11). Nun ist noch zu zeigen, dass P die Form C ... C; hat.

Hierfir braucht man zunéchst folgende Abschéitzungen: Wegen (11) gilt o« = b+§g/5.
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AuBerdem ist « reduziert und deshalb gilt

b+ fvVD > 2a
0< fVD—-b<2a (12)
Daraus folgt, dass:
b—2a>—fVD (13)
b+2a> fVD (14)

AuBerdem ist (12) dquivalent zu b — fv/D > —2a mit b < fv/D.
Also ist auch 20 = b+ fv/D +b— f/D > 2a — 2a = 0. Zusammen ergibt sich:

0<b< fVD (15)
Dae > 1, gilt:
. u—vb (15) u—vf\/ﬁ _ N{e) 0 falls N (e) =1
q = > =&= >
2 2 € 1 falls N () = —1
. ut(+2a)v ) —utofYD _ |-1 falls N(e) =
q—q = > = —>
2 2 0 falls N () = —1
=1

Pp—q=

u—(b—2a)v(§)u—vf\/5_g> 0 falls N (¢)
2 2 ~1 falls N () = —1

Diese drei Gleichungen ergeben:

0<¢" <q und Loy fir N(e) =1 (16)
q
0<¢" <q und 221 fir N () = —1 (17)
q
Nun werden ¢y, ..., cs definiert. 1. Fall: % = 1. Dann ist N (¢) = —1. Man setze ¢y = 1

und s =0. Dannist p=¢=¢*=1,¢"=0und N (¢) = det (P) = —1
2. Fall: £ > 1. Sei [by,...,b] der endliche Kettenbruch zu 2. Dann ist [by,... 0] =
[b1,...,by — 1,1]. Denn:

1
=[x,y —1,1]

1
Tyl =r+-—=2+—--7F =
[z, y] y y—1+%

Falls nun N (¢) = (—1)", so setze man s = t und ¢; = b; fiir i = 1,..., s.
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Falls nun N (g) = (—1)t+1, sosetzeman s =t+1lund¢; =b; firi=1,...,s—1, ¢, =b,—1
und cgyq = 1.
Dann gilt stets N (¢) = (—1)". Sei £ der zu £ gehérende i-te Naherungsbruch. Es gilt:

R i e e
¢ qt-1

Nun ist also P, = P zu zeigen.
Es ist £ = £ Da beide Briiche gekiirzt sind und wegen (16) und (17) p und ¢ positiv
sind, ist p = p; und ¢ = ¢;. Nun gilt:

det (P) = pg* — p*q = (—1)'

det (P) = pigr-1 — pr-1qe = (—1)'

Also ergibt sich:

DPeqi—1 — Pi—1qt = g — P’q
= p(@-1—4¢)=qpi-1—¢") (18)
= q|(q-1—¢")

Nun sind drei Féalle zu unterscheiden.

1. Fall: In (17) gilt 0 < ¢* < ¢. Dann gilt wegen 0 < ¢ 1 < ¢ = gq, dass:
0" = @1l < |¢" —ql < ¢—1 < q. Da aber q| (-1 —q") gilt, ist |¢" —¢-1| = 0 und
somit ¢* = ¢;_1. Wegen (18) gilt dann auch p* = p;_;.

2. Fall: In (17) gilt 0 < ¢* = ¢. Dann ist 1 = N (¢) = pq — p*q¢ = (p — p*) . Wegen (16)
und (17) sind p und ¢ positiv und deshalb ¢ = ¢* = 1. Damit aber auch § =p=|p|
Daraus ergibt sich ¢ = 1 und ¢y = 1 = ¢*. Damit gilt aber auch p, | = p* = 1.

3. Fall: In (17) gilt 0 = ¢* < ¢. Dann ist —1 = N () = —p*q. Somit ist ¢ = 1 und wieder
g = p = |p|. Daraus ergibt sich ¢t = 1 und ¢y = 0. Damit gilt aber auch p,_; = p* =
1.Insgesamt ist also P, = P. Wie zu Beginn erklirt, folgt daraus, dass ¢ = &} mit h € N.
Aus 3.5.2 ergibt sich, dass die Diskriminante von fw gleich f2D ist. Da a gerade der erste
Néherungsbruch von fw ist, hat es nach Lemma 2 dieselbe Diskriminante und erfillt damit

alle Voraussetzungen von Satz 3.6. U
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Beweis von 3.6 Zunéichst braucht man Lemma 1, um die Existenz eines reduzierten
Elements a nachzuweisen. Dieses « ist gerade der erste Ndaherungsbruch von fw. Aus 3.5.2
wird klar, dass Dy, = f2D. Da fw eine quadratische Irrationalzahl ist, hat nach Lemma 2
auch « die Diskriminante f2D. Also erfiillt das in Lemma 1 definierte « alle Voraussetzungen
von Satz 3.6. Nach Lemma 3 weil man dann, dass 9 € O}. Mit Lemma 4 gilt fir jedes
beliebige € € O} mit € > 1, dass € = ¢f fiir ein n € N ist. Somit gilt fiir jedes beliebige
e € 0}, dass € = +¢ef mit n € Z.

Dieses ¢ ist eindeutig. Denn, falls es verschiedene ¢y und £; mit dieser FEigenschaft gibt,
ist ohne Einschrankung ey < 1. Da ¢ eine Grundeinheit ist, miisste es aber wegen 1 < g
ein n € N geben, sodass €} = ¢y. Dies kann jedoch wegen ¢; < €7 nicht sein. Also ist ¢; die
eindeutig bestimmt Grundeinheit von Oy und O} = {+ef | n € Z} O

3.7 Beispiele

Beispiel 1 Bestimmung der Einheiten Of von Q (\/6) Da 6 = 2 (mod 4), ist w = V6
_ _ : _ 1 1
und fw = 3v/6 = v/54. Also ist a = V[ vEL] ~ VR

Nun muss man die (rein periodische) Kettenbruchentwicklung von « berechnen. Dazu

berechnet man den ganzen Teil a; := |ag] und setzt ap = T Dies wiederholt man,

al—|a1

bis zum ersten Mal oy = a1 fiir ein k£ € N ist. Die minimale Periodenldnge ist dann k.

V| :\/5_4+7:2+\/5_4—3
YT Ad— 7 5 5
5 _ VA3 V-6

T Ei-3 9 9
9 VB4 +6 VHd— 6
s - —64 Y27

“Vei—6 2 2
2 V54 +6 V54 —3
0542 = :1—|—7
V54 —6 9 9
9 VB4 +3 VB4 — 7
s = = =241
V54 —3 5 5

5 VBA+ 7 Vo4 —7
g = — =144+~
NG 1 1

Wie man sieht, wird der Kettenbruch hier periodisch mit k& = 6, ﬁ = [2,1,6,1,2,14]
und nach 3.4: g1 =1, =1,93 =7, g4 = 8, g5 = 23 und ¢ = 330.

Die Grundeinheit von % ist, wie in Satz 3.6 bewiesen, also g9 = 330a + 23 = 485 + 1981/6
mit N (g9) = 485% — 198% - 6 = 1.

Es ist also OF = {j: (485 + 198\/6)n‘ mit n € Z}. (vgl. [Bc66, Seite 152])
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Beispiel 2 Bestimmung der Einheiten OF von Q (\/5)
Da b5 =1 (mod 4), ist fw=w = ”T‘/g (der goldene Schnitt).

Dann ist
1 1 2 1++5

o = = = =
1+2\/5 _ {1+2\/5J 1+2\/5 1 V5 —1 2

Der erste Naherungsbruch a von fw ist also wieder fw. Aulerdem ist {14“2‘/‘1 = 1. Demnach
muss k = 1 und % = [1] sein.

Die Grundeinheit ist dann g = g1 + qo = % mit N (g9) = —1.

0; = {i<1+2\/5>n

mitnEZ}

Literaturhinweis: Hauptséchlich nach [KP76]. In Ausziigen auch [Bc66] und [NZ76b]. Die Kettenbruch-
theorie ist nach [HW58].
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4 Darstellung ganzer Zahlen durch ganzzahlige binare

quadratische Formen

Dieses Kapitel enthdlt nun das Hauptresultat dieser Arbeit, namlich welche Losungen
x,y € Z Gleichungen der Form az? + bxy + ¢y?> = n mit a,b,c € Z besitzen. Man wird
jedoch sehen, dass es hierzu dquivalent ist, Elemente einer Ordnung mit einer vorgege-
benen Norm zu bestimmen. Zunéachst einmal kann man, um ganzzahlige Losungen von
ax?® + bry + cy? = n zu finden, davon ausgehen, dass ¢t := ggT (a,b,c) = 1. Denn sonst
betrachtet man die dquivalente Gleichung %xQ + %xy + §y2 = 7. Hierbei fallt schon auf,
dass falls gg7 (a,b,c) fn, es keine Losungen x,y € Z geben kann. Um den Zusammenhang
der Gleichung ax? + bxy + cy?> = n zu Gleichungen der Form N (y) = r herzustellen,
ist es notwendig, solche bindren quadratischen Formen zu faktorisieren. Dies ist in einem

quadratischen Zahlkoérpern folgendermaflen moglich:
f(z,y) = ax® + by +cy® = a (v — ay) (z — ay)

a und @ sind nun Elemente des quadratischen Zahlkorpers Q («) tiber Q. Genauer gesagt,

sind es die gegebenenfalls komplexen Nullstellen von
f(z)=az>+bz+c . (19)

Damit o wirklich eine quadratische Irrationalzahl ist, darf D = b? — 4ac kein Quadrat in

— /b2 — _ . .
bt QZ dac _ b;t(;m € Q. Sei also, wie schon zu Anfang der

Q sein. Sonst ist ndmlich o =

Arbeit erwéhnt, D kein Quadrat in Q. Fiir die Norm von (z — ay) gilt dann:

N(z —ay) = (v — ay) (z — ay)

4.0.1 Bemerkung

Offenbar gilt flr,y)=n <= N(x—ay) = g =7 (20)

4.0.2 Satz

Mit den Bezeichnungen von oben sei Q (o) = Q (\/E) ein quadratischer Zahlkorper, mit
deZ,d+#0,1 und quadratfrei. M := {a+ba |a,b € Z}

(i) M ist ein Z-Modul iiber Q (Vd).
(i1) O (M) := {B €Q (\/c_l) | BM C M} ist eine Ordnung von Q (\/E)

(i7i) O (M) = O,.
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Beweis
() trivial

(74i) Da {1, a} eine Basis von M ist, gilt fiir ein beliebiges  + ya € Q (a) = Q (\/E)
(x+ya) M C M = r+ya €M und (z+ya)ae M

Nach (19) ist aa® + ba + ¢ = 0. Also ist

b — b
(:U+ya)a:xa—yc—w:—3/c+<x—y>a
a a a a

Demnach ist (z +ya)M C M genau dann, wenn z,y € Z und %,%’ € Z. Da
99T (a,b,c) = 1, muss gelten a | y. Somit ist O (M) = O,

(17) O (M) heift Multiplikatorenring von M. Offensichtlich ist 1 € O (M). Um also zu
zeigen, dass O (M) ein Integritétsbereich ist, reicht es zu zeigen, dass fiir beliebige
a,f € O(M) gilt, dass (¢ — ) € O(M) und o € O(M). Da M selbst ein
Integritétsbereich ist, gilt dies fiir £ € M aufgrund von (o — )& = a — fE € M
und (af)€ = a(BE) € M. Sei Q (O (M)) der Quotientenkérper von O (M). Um
QO (M) = @(\/3) zu zeigen, reicht es, die Inklusion ,,C“ zu zeigen, da ,, D¢
offensichtlich ist. Sei hierzu % +IweQ (\/Zl) mit p,q,r,s € Z und ¢, s # 0 beliebig.
Diese Darstellung existiert, da {1,w} eine Q-Basis von Q (\/c_l) ist. Aufgrund von (i)
ist O (M) = O,. Also ist nach Satz 2.5.3 aps + arqw € O (M). Somit ist aber

D rw_ps—l—rqw aps + arq w

e P € Q(0(M))

Nun bleibt zu zeigen, dass O (M) nur ganze Zahlen aus K enthilt. Wegen der
Gleichung aa® 4+ ba + ¢ = 0 ist auch (ac)® + b(aa) + ac = 0. Somit ist ac ganz

und damit auch alle anderen Elemente = + y aa € O (M).

4

4.1 Satz

Sei M wie in Satz 4.0.2 und Q (\/3) ein imaginarer quadratischer Zahlkorper, also d < 1,
d quadratfrei. Dann hat N (v) = r fir festes r € Z nur endlich viele Losungen fir v € M.

Beweis Da d negativ ist, gilt fiir v = a + bv/d mit a,b € Z, dass N () = a®> — b’d =
a® + b? |d|. Es gibt also fiir negatives r kein v, sodass N (y) = r. Da es jedoch auch nur
endlich viele positive Zahlen gibt, die in der Summe r ergeben, kann N () = r nur endlich

viele Losungen haben. U
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4.1.1 Bemerkungen

e Da die Norm multiplikativ ist, ist, falls N (7) =r, auch N (ey) = N () N (y) = 1r =
r. Mit (20) heiBt das, dass man durch Multiplikation mit einer Einheit auf der rechten
Seite, eine weitere Losung von f (x,y) = n auf der linken Seite bekommt. Aus diesem
Grund ist die Bestimmung aller Einheiten, wie in Kapitel 3 beschrieben, von groflem

Interesse.

e Falls d < 0, gibt es also nur endlich viele ganzzahlige Losungen von f (z,y) = n.

4.2 Definition: Assoziierte Elemente

1,72 € M heiflen assoziiert, falls ein € € O (M) existiert, sodass 7y, = £7,.

4.2.1 Bemerkung

Falls «; und 7, assoziiert sind, schreibt man auch v, ~ 7. Da die Einheiten eine multipli-

kative Untergruppe von O (M) bilden, ist ~ C M x M offenbar eine Aquivalenzrelation.

4.3 Satz

Sei M wie in Satz 4.0.2 und Q (\/E) ein reell quadratischer Zahlkorper, also d > 1 und d

quadratfrei. Dann hat
N(y)=r (21)
fiir festes r € Q nur endlich viele nicht assoziierte Losungen v € M.

Beweis Sei v € M mit N (v) = r und ¢y die Grundeinheit von O (M). Ohne Einschrén-
kung sei v > 0, denn N (y) = N (—v). Da €9 > 1, gibt es ein eindeutig bestimmtes v € Z,

sodass:
e <y <et
Also gilt: 1 <ey’v<eo (22)

Sei 7' := ¢;"~. Dann ist 7/ eine zu y assoziierte Losung von (21). Das heift, zu jeder Losung
v von (21) gibt es aufgrund der Eindeutigkeit von v genau eine assoziierte Losung, die (22)
erfilllt. Da ~" € M ist, lasst es sich eindeutig durch v = x 4+ ya mit x,y € Z schreiben. Das
ergibt in (22):

1<z+ya<e (23)
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Wegen N (V') = (z + ya) (v +ya) =, ist |z +ya| < r.
Das heifit, dass —r < —z — ya < r. Mit (23) addiert, ergibt dies:

l—r<(a—@y<r+ep
Loy (24)

a—Qa a—

—

Es erfiillen allerdings nur endlich viele ganzzahlige Paare (x,y) sowohl (24) als auch (23).
Demnach gibt es auch nur endlich viele Einheiten, die (22) erfiillen, also zwischen 1 und &g
liegen. Da es zu jeder Losung von (21) genau eine assoziierte Losung gibt, die (22) erfiillt,

kann es nur endlich viele paarweise nicht assoziierte Losungen von (21) geben.

4.3.1 Bemerkung

Aus dem obigen Beweis wird klar, wie man alle nicht assoziierten Losungen einer Form
bestimmt. Zunéchst sucht man alle y, die (24) erfiillen, dann alle dazu paasenden z, die (23)
erfiillen. Zuletzt bleibt zu iiberpriifen, ob = + ya die Bedinung (21) erfiillt. Mit Kapitel 3
kann man dann alle Losungen von (21) bestimmen. Nach (20) hat man somit auch alle

Losungen von ax? + bxry + cy? = n. Dazu einige Beispiele in folgendem Kapitel.

Literaturhinweis: Im wesentlichen nach [Sch]. In Ausziigen auch [KP76].
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5 Beispiele

5.1 Ganzzahlige Lésungen der Gleichung x? — 2y? =7

2% — 2y = (x — \/ﬁy) (x + ﬁy) also gilt nach 4.0.1:
-2 =7 = N(z-V2y)=7 (25)

Der zu betrachtende quadratische Zahlkorper ist also Q (\/5) und somit ist d = 2 = 2 (mod 4)
und w = /2. Zunéchst bestimmt man die Grundeinheit eo. Hierzu muss man die Ketten-
bruchentwicklung von a = \/5—1L\/§J = \/5171 = 1+ /2 bestimmen. Da /2 = [1,2], ist
a=1++2=1+][1,2] = [2]. Nach Satz 3.6 muss also gy = gy + go = 1 + /2 sein. Fiir die

Norm ergibt sich dann N (gg) = (1 + \/§) (1 — \/5) =-1.

Im néchsten Schritt wird die Menge aller paarweise nicht assoziierter Losungen von (25)

bestimmt. Diese miissen sowohl (24) als auch (23) erfiillen.

1<z+V2y<e=1+V2 (26)
1—7r —6 T+ &g 8++2

——=—F==<y< = 27
a—a 2v/2 Y a—a 21/2 (27)

Also —2 < y < 3. Es sind bis auf Vorzeichen also vier Félle zu unterscheiden:

y =42 Dann ist 22 = £7+ 2 -4, also © = +1. Von 41 + 2v/2 erfiillt allerdings nur p; =
—1 + 22 die Bedingung (26) und ist damit eine Lésung mit N (p1) = —7.

y ==41: Dann ist 22 = +7+ 2 1, also = £3. Von 43 £ /2 erfiillt nur py := 3 — /2 die
Bedingung (26) und ist eine Losung von N (ug) = 7.

y = 0: 2% = £7 hat keine Losungen.

y =3: Dann ist 22 = £7+ 29, also x = £5. Von £5 + 3/2 erfiillt allerdings keine die
Bedingung (26).

Man erhélt die beiden Losungen g1 und pio, deren Norm unterschiedliche Vorzeichen haben.
Da N (g9) = —1, ist N (ef}) = N (g09)" = 1 genau dann, wenn n gerade ist. Die Losungen

von N (u) = 7 sind also gerade:

po= ettt = (—1 + 2\/5) (1 + \/5)211€+1 firk € Z
,u:,ugegk: (3—\/5) <1+\/§>2k fir k e Z
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Also sind wegen (25) alle Lésungen von x? — 2y = 7 die Folgen (z,,,y,) und (x,,7/) mit:

o+ V2= (—1+2V2) (14 \/5)2"+1

firneZ

x%+y,’1\/§=<3—\/§) <1+\/§>2n firne Z

5.2 Ganzzahlige Losungen der Gleichung x2? —

2y? = -7

Aus 5.4 wird klar, dass p; und py von oben gerade mit Einheiten umgekehrten Vorzeichens

multipliziert werden miissen, um Lésungen von N ()

und (2, y!,) mit

—T7 zu liefern. Die Folgen (z,,y»)

o+ ynV2 = (—1+42V2) (1+\/§)2" fiir n € Z

o, +yV2=(3-v2) (1+ \/5)2"+1

sind also alle Losungen von a2 — 2y% =

—T.

firneZ

5.3 Ganzzahlige Lésungen der Gleichung x? — 19y2 =5

Analog zu 5.4 muss man zunéchst die Grundeinheit von Q (\/ ) bestimmen. Dies ist in

diesem Fall nicht so einfach wie im obigen Beispiel. Deshalb muss man wie in 3.7 zunéchst

die Kettenbruchentwicklung von o = \/E—IL Vo] = \/%_ ; bestimmen.

L _ V1944, V192

a e —
'T/19—4 3 3

. 3 _VI9+2 L VI9-3
PTVI9-2 5 5

5 _WV19+3 . VI9-3

ay = 3+
vV19—3 2 2

2 V19+3 V19 —2

Qg = =1+ ——
vV19—-3 5 5

5 _W19+2 L V19-4

a5 = 2+ ———
vig—2 3 3

3 _WV19+4 o V194

g = 8+ —r
/19— 1 1

Also ist & = 6, \ﬁ - = [2,1,3,1,2,8] und nach 34, ist ¢ = 1, g2 = 1, g3 = 4, ¢4 = 5,
¢5 = 14 und ¢ = 117. Die Grundeinheit ist, wie in Satz 3.6 bewiesen, also ¢g = 117a+14 =
170 + 39v/19 mit N (g0) = 172 — 19 - 392 = 1.

(vgl. [KP76, Seite 222])



5 DBeispiele 42

Um die Menge aller paarweise nicht assoziierter Losungen zu bestimmen, muss wieder
(24) und (23) erfiillt sein.

1< x4 yV19 < g = 170 + 39v/19 < 340 (28)
1—r —12 _ e 5254 117VI9

— < —
a—a oy YT a-a 9/19

Also —1 < y < 118. Fur y = 0 gibt es offensichtlich keine Losung. Da N (gy) = 1, muss
man nur den Fall 22 = +5 + 19y? betrachten. Fiir y = £1 miisste 22 = 5 + 19 sein. Also

gibt es auch hier keine Losung.

Es sind nun alle Quadratzahlen der Form 5 + 19y? mit y = 2,..., 118 gesucht. Dies sind
genau 81 =5+ 19 - 22 fiir y = 2 und 2304 = 5+ 19 - 112 fiir y = 11.
2? = 81 liefert z = £9. Allerdings erfiillt nur (9 + 2\/1_9) die Bedingung (28).
x? = 2304 liefert x = +48. Hier erfiillt (48 + 11\/1_9) die Bedingung (28).

Die Losungen von 22 — 19y? = 5 sind dann gerade die Folgen (z,,y,) und (z,, /) mit:

To + yaV/19 = (9+2V19) (170 + 39v19)"  fir n € Z
7, +y, V19 = (48 + 11V19) (170 + 39v/19)" fitr n € Z

5.4 Ganzzahlige Losungen der Gleichung x? — 2xy — 12y? = 3

Wie bisher wird zunéchst die Nullstelle des Polynoms 22 —2z—12 bestimmt, um die gegebene
Form faktorisieren zu konnen. Diese Nullstelle ist o = =bEvb-—dac W =1+ +/13. Damit ergibt
sich, dass 22 — 2zy — 12y% = (:c — (1 + \/13) y) (:c + (1 — \/13) y). Nach 4.0.1 gilt dann:

B? =2y —12%° =3 <« N(z—(1+V13)y)=3

Da der betrachtete quadratische Zahlkérper Q (\/E) ist, ist d = 13 = 1 (mod 4). Also

ist nach 2.3.3 w = L;/ﬁ Wieder bestimmt man zunéchst die Grundeinheit o mit Hilfe der

: _ 1 _ 1 _ 2
Kettenbruchentwicklung von o = 1+¢ﬁ_{1+mJ pET iyt
2 2

T V/i3-3 9 2

Der Kettenbruch ist also bereits hier periodisch und somit ist £ = 1 und a = [3]. Demnach

3+;/ﬁ) (37%/ﬁ) _ 97413 - 1

2 _3+\/13_3+\/ﬁ—3

a7

ist g = qa + qo = «. Fir die Norm ergibt sich N (gg) = (
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Im néchsten Schritt wird die Menge aller paarweise nicht assoziierter Losungen bestimmt.

Diese miussen sowohl (24) als auch (23) erfiillen.

1<+ 14+V13y <gp =
1—r -2 r+e 94++V13

—_— = = <Y < =
a— 7/13 y a—« 2+/13

3+2\/1_3 (20)

Alsoist 0 <y < 1.
y = 0: 2% = £3 hat keine Losungen.

y = 1: Dann ist 2> —2r — 12 = 43, also z = 1 +4 oder x = 1 + /10 ¢ Z. Von lj:4+3+27\/E
erfiillt nur p = —3 + 3+5/ﬁ = _3+2‘/ﬁ die Bedingung (29).

Man erhélt also die Losungen p, deren Norm gleich 1 ist. Da N (g9) = —1, sind die Losungen
von x? — 2xy — 12y = 3 die Folgenglieder der Folge (v, y,) mit:

2n
- 1 1
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Ubersicht und Erginzungen

Mit Hilfe der Resultate dieser Arbeit lassen sich also die ganzzahligen Loésungen von
ganzzahligen bindren quadratischen Formen bestimmen. Kurz zusammengefasst geht man

hierbei, wie gesehen, folgendermaflen vor:

Seien a, b, ¢, n € Z gegeben. Gesucht sind alle x,y € Z, sodass f (z,y) = az? + bry + cy* =n

ist.

1. Bestimmung von o = =bEvbi-dac V21;2_4“c. Dann ist f (x,y) = a(x — ) (x — @).

2. Bestimmung von d quadratfrei, sodass Q (o) = Q (d). Dementsprechend ist dann
1+T\/E falls d =1 (mod 4)

Vd  falls d = 2,3 (mod 4)

w =

3. Bestimmung der Grundeinheit €5 von Q (d) mit Hilfe der Kettenbruchtheorie.

4. Bestimmung der endlich vielen nicht assoziierten Losungen {1, ..., ux} von
N (pi) = £7.

5. Die Losungen von ax? + bxy + cy® = n ergeben sich dann aus den Folgen (z°, ") fiir
t=1...k mit (x;+y;\/8) = l; €
Hierbei ist jedoch auf das Vorzeichen zu achten, sodass unter Umstdnden nur jedes

ungerade oder gerade n eine Losung liefert.

Die in dieser Arbeit gefundenen Resultate kann man natiirlich verallgemeinern. So kann
man Formen betrachten, die nicht nur bindr oder auch hoheren Grades sind. Fiir die
zerlegbaren Formen n-ten Grades spielen dabei die Zahlkorper n-ten Grades eine ent-
sprechende Rolle, wie die quadratischen Zahlkoérper fiir die bindren quadratischen Formen.

Untersuchungen hierzu sind zum Beispiel in [Bc66] zu finden.

Bei der genaueren Untersuchung von Fragen wie zum Beispiel, wann eine Primzahl p
durch eine gegebene bindre quadratische Form darstellbar ist, reicht die hier gegebene
Einfiihrung héaufig nicht aus. Hier ist die sogenannte Klassenkoérpertheorie zu erwahnen.

Diese findet sich beispielsweise in [AT67].

Ein anschlieBendes Thema konnte auflerdem die genauere Untersuchung der in Kapitel 1
erwahnten Klassenzahl sein. Eine Zusammenfassung zu diesem Thema ist zum Beispiel in
[Rib09] zu finden.
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